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INTRODUZIONE:

Durante questa esperienza di laboratorio € statolagonal calolatore il
comportamento di un ago magnetico immerso in un campo magnetico fisso ed
uno rotante.

L6éidea  quella di studi ar e i cComp:
sperimentale reake di dimensionarlo correttamenteella simulazione infatti
tutti i parametri sono variabili a piacimerimn estrema semplicita.

Quell o che faremo  cercare dell e fzc
individuate sara poi possibitestruire un apparato sperimentale realpace
di trovarsi facilmente nelle zone di interesse.

Le zone di interesse che cerchiamo sono piu in particolare: attrattori nello
spazio delle fasi, o punti in cui avvengono le biforcazioni, o ancora particolari
strutture presenti nello spazio delle fasi.
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SSTEMIDINAMICI :

Un sistema dinamico viene definito come un fenomeno la cui evoluzione nel
tempo puo essere espressa con la seguente relazione:
dx

Cc
—=f (Xt
ot (x;t)

C Cc
X(tn+1) = F(X(tn)!t)
A seconda che siamo nel contirupel discreto

Per ogni istante t, avremo quindia collezione di punti x(t) che descrivono lo
stato del sistema.

Date certe condizioni iniziali, il teorema di esistenza ed unicita ci assidara che
soluzione delle quazi oni precedent i sia unica
dovrebbe risultare deterministica.

Quello che accade sempre pero e che le condizioni iniziali sono
necessariamente affettewacerto errore, almeno quello dovuto al fatto che

noi utilizziamonh u me r | razionali, mentre x(0) p
dei numeri realie per essere rappresentato con precisione assoluta sarebbe
necessario un numero infinito di cifre.

La conoscenza delle condizioni iniziali nello spazio delle fasi quindiumon

punt o, ma un volumetto | e cuisulledi mens
condi zioni i ni ziali, durante | 6evoluzi
traiettoria, e lesue dimensioni possono rimanere costanti, in ogni punto, o
variare.
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DESCRZIONE DELLABUSSOLA

La bussola € modellizzatane un agomagnetico con momento di inerzia |

momento magneticap, sottoposto all 6azione di u
in direzione ed intensita, ed un campo magnetite ruota con velocita

costanta nt orno al |l asse di rotazione del |l
perpendicol ari all 0 4dfg.sle di rotazione ¢

Figural Schema della bussol@, campo fisso e Brotante)

Se andiamo a scrivereilmomentbdea f or za c¢che agi sce su

— C. v

N'= i B+ B,

(P sara quindi perpendicolare al piano su cui giac@enoP Qo P, possiamo
qgui ndi scrivere | a proiezione dell 6eqg!
introduciamo un coefficiente di attritm

N =mB sing+mBsin{ - q)- bd
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Ricordando ora che = = © che il momento della quantita di moto vale:
0 = "G5 possiamo swvere:

= mI—B’sinq+m|—asin(/ Jtut- q)- Igc?
Ossiaintroducendo delle costanti adimensionali:
#=B,sing+B sing , +ut- g)- b'¢

Abbi amo undequazi onceordidd ifqfidecibderadunal e del
sistema di due equazioni del primo ordine:

$Z—?: B; sing+B; sin( ,+ut- q)- b’
I

Adq

| =7 =

[ dt g

Abbiamo quindi considerato come sistema solo la bussolande
rappresentare nello spazielle fasi questo sistemabbiamo due gradi di

liberta: (—Q— perd non questoe un sistemaa ut on o mo, perch®
dipendenza esplicita da tempgossiamo eliminare tale dipendenza
aumentando i gradi di liberta (consideriamo anche la bobina rotagiggsto

modo otteniamo che il sistema ha quattro gradi di lidesta—+ Qe ) e le

equazioni sono:

Ted—‘f =Bysing+B{sin{ - g)- b'd
1

1dg _

+dt 7

,,I:dL:W di#:o

b dt ' dt

Non considereremeo dato che é sempre identicamente nullo
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INTEGRAZIONE NUMERICA

Il sistema di equazioprecedentemente descritto non ha soluzione analitica, va
risolto quindi in maniera numerica, calcolandone lo sviluppo in serie o
linearizzandolo:

ex= X[ 2]
£ :is#z B, sin(X[1] + B,sin(X[3] - X[1) - b¢X[2]
L= X[3 =w

Applicando una linearizzaziooen il metodo di Eulergyossiamo calcolaile
passdpunto)successiveella seguente maniera:

C ~ C ~ C C ~C. .
Xou1 = F (X)) dove F(X)) =X, + f(x,) @

E stato anche applicato un algoritdidRungei Kutta del 1V ordire che cioé
ha un errore di trooamentoddld@rdine di T 'Q = 0(®) (h & il passo di
integrazioneg viene cosi implementato:

0
We1 =@+ 6(91‘*‘ 20, + 203 + Uy)

K1 = fn,

Ko = f(tn + % uy + 5K71).
Ky = f(ty+ 2w, + 4Ky).
Ky = f(tns1.t, + hK3).

Durante la simulazione si sono utilizzati entrambi i mettt@nendo gli stessi
risultati; | Guso di due met odi di I nt
valutare la stabilita strutturabel sistema | a sua sensibilit?@
i mperfezioni 0.
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La stabilita strutturale e stata analizaataconfrontando direttamentedati
risultanti dai metodi di integrazione, questa € infatti una condizione troppo
forte e ci avrebbe condotto atlanclusione che il sistema e strutturalmente
instabile. Il confronto e stato fatto sulla topologia della traiettoria dello spazio
delle fasie si € visto che i risultati sono assolutamente compdfagili2)

Figura2 Confronto di tre traiettorie con gli stessi parametri calcolate con un integratore di Eulero (sinistrane
RungeKutta IV ordine (destra)

Avendo verificato che i risultati non dipendono dal metodo di integrazione
abbiamoutilizzato quello di Eulero, essendo computazionalmente molto meno
Acost osoo.

ESPONENTI DILYAPUNOV

E possiile effettuare una analisi sulla stabilita delle traiettorie durante la loro
evoluzione, per farlo si fissa un punto inizégle su di esso sbstruisce un

vol ume V(O0), S i osserduwr gpmotie | l6kerwd luza |
traiettoria.
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Nel caso generico di uno spaziirkensionale ha quindi molta importanza |l
rapporto:%, andando a prenderne il logaritmo abbiamo:

V) _ v dve 1 1 dv"
VEE) - MvE T RIVE g

log dt * rj/k(t)

Andiamo ora a definire 6 e s p o n e nt edingnsionaly glopalen o v Kk

k
/<1 fim —2_log YY)
tet-t, V()
Che il ri sultato dell i ntegrazione ¢
_19

e e . N . . . . » 1 I \ v ~ ~ TQ
Il volume iniziale avra quindi una evoluziondiptel 2 0 = w2 ¢, ‘C° -

Ecco alcune proprieta degli esponenti di Lyapunov:

- Gli esponenti monodimensionali’ possono assumere al piin
numero divalori pari alla dimensione dello spazio delle_fasi; 8 _:

- Il valore massimo che p@ws s u me r e [|dinensignale panit e Kk
alla somma deiq

- Se la traiettoria non converge su un punto di equilibrio e la traiettoria e
scelta nella direzione iniziale del campol 6 esponent e monod
e nullo, nel caso della bussola velocit@elle bobine e costante, quindi
uno dei_-e nullo.

Gli esponenti di Lyapunosono spesso utilizzati per valutarprevedibilita di
un sistema.

Supponiamo ad esempth avere un certo errore sperimentaieiale d(0),
possiamo utilizzarg per valutarne il valore al tempo t:

10 0 Q1(0 %)
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Se | 6esponente  negativo o null o,
decresce, se per; € positivo, il sistema resta prevedibile per tempi brevi.

Possiamo quindi introdurre un temgopre\edibilita T 1

Quell o che pu, accadere g(yenon 6espo
converga subito ad un valore, e nonostante la sua media sia positiva, esso sia
nullo o negativo in alcuni trattin questi trattichiamati intermittenzquindi il

sistema risulta prevedibile.

Bisogna tener presente pero che le intermittenze non aumentano il tempo di
prevedibilita, la loro durata infatti puo variare molto anche su due traiettorie
inizialmente molto vicine

SSTEMI CONSERVATIVIE DISSIPATIVI

Sesiamo in presenza di un sistema conservativo, i volumi nellodgikeziasi
verranno conservati,e quindi | 6espone
essere nullo, lo stesso non vale per gli esponenti monodimensionali, si ha
infatti che:

. = _

Possiamo quindi avere due situazioni: il caso piu semplice in cui tutti gli
esponenti sono nulliin queste condizioni le traiettorie risultano da una
sovrapposizione di moti armonici indipendenti, e possono essere periodiche o
qguasiperiodiche. Leorbite dello spazio delle fasi giacciono quindi su una
varieta diffeomorfa ad un toro, e se sono quasi periodiche lo riempiono
densamente.

Se invece esiste almeno un esponente di Lyapunov pgsi¢ilo,che accade e

che il volume perpendicolare alla diome di propagazione rimane costante,

ma viene stirato in alcune direzioni e contratto in altre, € presumibile che la
direzione dell o stiramento var. dur ant
che la traiettoria riempie completamente lo spaziofdsile

Pagine8



Per quanto riguarda i sistemi dissipativi, la somma degli esponenti di Lyapunov
monodimensionali deve essere negativa, i volumi vengono contratti.

Nel caso in cui gli esponenti siano tutti negdtivd or bi ta tende a
asintoticamente in unymto.

Se ci dovesse essere almeno un esponente pEsipuo certamente trovare
un k<n tale che:

Q_ ;
_TatotE+ o O

o1 =
_t= gt otE+ ot _g1<0

Quindi i volumi si conservano in un sottospazio di dimensione k e sono nulli

in uno di dimensione k+le la traiettoriatende asintoticamente verso un
attrattore la cui dimensione sara evidentemente compresa fra k, e k+1

| 6attrattore avr ™ quindi di mensione frr

Andando a riassumere in una tabella quindi 1 possibili miegii
funzionamento della bussdte&cordando che almeno un esponente é rnullo)

Valore esponent Caso conservativo Caso dissipativo
(1,-2,3)
(ii.0) Impossibile Sistema preve_dl_bJIattrattore
v punto o ciclo limite
(i ,0,0) Impossibile Sister_na_l prevgdibile, attrattor
il toro bidimensionale
Sistema prevedibile, traiettol Impossibile
(0,0,0) periodica o quagieriodica
che giace su tori
Sistema imprevedibile, Sistema imprevedibile,
(+1,0) traiettoria stocasth attrattore di dimensione
frazionaria
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PROGRAMMA PER LA SIMWAZIONE:

Sono stati sviluppati due diversi programmi con due diversi linguaggi di
programmazione: e stato scritto un programma in Visual C++, ed una routine
in Scilaly.

U Programma in Visual C++

A Permette di sceglidira due metodi di integrazione (metodo di
Eulero e metodo di Runge Kutta IV ordine)

A E gestito da una finestra di dialogo che permette di variare in maniera
intuitiva alcuni paramet(fig. 3)

A Permette il controllo dei valori ad ogni passo di integragaine
adatto per il calcolo degli esponenti di Lyapunov)

A Computazionalmente efficiente

A Salvaidatiin un file di testo

Integrazione numerica delle equazioni per la bussola di Croquette

Metodo di integrazione Parametri
Campo rotante 0.2

" Runge Kutta 4 ord.
Campo fisso 0.5

" Eulero | ord
Coeff. attrito 0.1

MNumero di tkerazioni

10000

Annulla

Figura3 aspetto della finestra di dialogo scritta in Visual C++

u Algoritmo in Scilab
A Permette di utilizzadkversi metodi di integrazione (BFD, Adams, R
K, Fehlberg's Rungaitta )
A Permette di variare anche le condizioni iniziali

A Rende semplice | 6i mplementazioni d
A Produce i risultati direttamente in un grafico
[1] Scilab é un sofavr e o pen sour ce sviluppato da sei ri

Nationale des Ponts et Chauss®eso0)
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Ecco invece alcuni svantaggi dei due diversi approcci:
}  Programma in Visual C++
B Necessita di modificare il codice sorgente pewredecondizioni
iniziali
B Le routine per il calcolo sono cross platform, ma la struttura a

finestre funziona solo in Windows
B Impossibilita di generare direttamente dei grafici

} Algoritmo in Scilab

B Impossibilita di controllare i valado g n i passo dell 6al
integrazione

BNecessit™ di I nstall are il progr e
BMaggi or i i mi t i nell 6uso del |l a me

Si é anche sviluppato un algoritmo per il calcolo degli esponenti di Lyapunov
mono e bidimensiona(solo inVisual C++) la dtilizdaéa € la seguéfite

viene scelto un punto vicindlatraiettoria, distante {dda essasi fa evolvere la
traiettoria di un passo di integrazione e si misura la nuova distanzierte

poi calcolato il logaritmo del rapporto.

Nelcasodel | 6esponente bidimensional e si
traiettoria originale utilizzando la seguente formula:

- Inglg(q[n]- alf + k-
(:, -

[2] Chaos and Tim8eries Analysig. C. Sprott , Oxford university press
(http://sprott.physics.wisc.edu/chaostya/
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Va perodetto che non s¢ avuto successo nel calcolo degli esponenti, quello
che si e visto e che e presente un esponente costante (quello relajie ad
dowebbe essere sempre nullo) mentre gli altri esponenti non sembrano
convergere verso alcun valore, e la loro media non sembra significativa.

ANALISI IN FREQUENZA

Se si mostra posizione della busgdta funzione del tempo t, € evidente in
alcuni casi la presenza di una periodigtaé quindi pensato di farne una
analisi in serie di Fourier per studiarne il comportamento in frequenza

E stata utilizzata una routine di Scilab capace di calcolare la Fast Fourier
Transform (FFT), va ricordato daetrasformata di Fourier necessita il calcolo

di integrali dab a ditr funzione continuajuestoinvecee uno speciale

algoritmo per il daolo veloce della trasformata di Reurdiscreta (DFT).

Vanno quindi utilizzati alcuni accorgimenti, come quello di utilizzare solo meta

del |l o spettro (| Origdrdare ehe umne frequenza nempée c u |l a
mostrata come una delta, ma come unopicc

Di seguito, nelle pagine successive vengono mostrate delle immagini con i
risultati delle simulazioni. Sono state generate tre traiettorie che differiscono
solo per la condizione iniziale riguardante la posizione della bussola

Q= 0,5- 1 - 1,5
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Risultati simulazioni

Spazio delle fasi 2D
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Risultati simulazioni

Spazio delle fasi 2D
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Risultati simulazioni

Spazio delle fasi 2D
Analisi in frequenza
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Risultati simulazioni

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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Risultati simulazioni

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza

q
BO= 05

B1= 0.0
b= 0.1
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