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INTRODUZIONE: 

 

Durante questa esperienza di laboratorio è stato simulato al calcolatore il 
comportamento di un ago magnetico immerso in un campo magnetico fisso ed 
uno rotante. 

Lôidea ¯ quella di studiare il comportamento di un eventuale apparato 
sperimentale reale e di dimensionarlo correttamente, nella simulazione infatti 
tutti i parametri sono variabili a piacimento con estrema semplicità. 

Quello che faremo ¯ cercare delle ñzone di particolare interesseò, una volta 
individuate sarà poi possibile costruire un apparato sperimentale reale capace 
di trovarsi facilmente nelle zone di interesse. 

Le zone di interesse che cerchiamo sono più in particolare: attrattori nello 
spazio delle fasi, o punti in cui avvengono le biforcazioni, o ancora particolari 
strutture presenti nello spazio delle fasi. 
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SISTEMI DINAMICI : 

 

Un sistema dinamico viene definito come un fenomeno la cui evoluzione nel 
tempo può essere espressa con la seguente relazione: 
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A seconda che siamo nel continuo o nel discreto. 

Per ogni istante t, avremo quindi una collezione di punti x(t) che descrivono lo 
stato del sistema. 

Date certe condizioni iniziali, il teorema di esistenza ed unicità ci assicura che la 
soluzione delle equazioni precedenti sia unica, in pratica cio¯ lôevoluzione 
dovrebbe risultare deterministica. 

 Quello che accade sempre però è che le condizioni iniziali sono 
necessariamente affette da un certo errore, almeno quello dovuto al fatto che 
noi utilizziamo i numeri razionali, mentre x(0) pu¸ assumere valori nellôinsieme 
dei numeri reali, e per essere rappresentato con precisione assoluta sarebbe 
necessario un numero infinito di cifre. 

La conoscenza delle condizioni iniziali nello spazio delle fasi quindi non è un 
punto, ma un volumetto le cui dimensioni dipendono dallôincertezza sulle 
condizioni iniziali, durante lôevoluzione, questo volume si propaga, assieme alla 
traiettoria, e le sue dimensioni possono rimanere costanti, in ogni punto, o 
variare. 
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DESCRIZIONE DELLA BUSSOLA: 

 

La bussola è modellizzata come un ago  magnetico con momento di inerzia I e 
momento magnetico άᴆ, sottoposto allôazione di un campo magnetico costante 
in direzione ed intensità, ed un campo magnetico che ruota con velocità 
costante intorno allôasse di rotazione della bussola; entrambi i campi sono poi 
perpendicolari allôasse di rotazione della bussola. (fig. 1) 

 

 

Figura 1 Schema della bussola (B0 campo fisso e B1 rotante) 

 

Se andiamo a scrivere il momento della forza che agisce sullôago otteniamo: 

10 BmBmN
CCCCC
³+³=  

ὔᴆ sarà quindi perpendicolare al piano su cui giacciono άᴆ , ὄ1
ᴆ Ὡ ὄ0

ᴆ , possiamo 
quindi scrivere la proiezione dellôequazione precedente sullôasse di rotazione, e 

introduciamo un coefficiente di attrito b:  

qbqjq #--+= )sin(sin 10 mBmBN  
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Ricordando ora che ὔᴆ=
Ὠὒᴆ

Ὠὸ
 e che il momento della quantità di moto vale: 

ὒ= Ὅ— , possiamo scrivere: 
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Ossia, introducendo delle costanti adimensionali: 
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Abbiamo unôequazione differenziale del secondo ordine in q riducibile ad un 
sistema di due equazioni del primo ordine: 
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Abbiamo quindi considerato come sistema solo la bussola, volendo 
rappresentare nello spazio delle fasi questo sistema, abbiamo due gradi di 
libertà: (— Ὡ —)  però non questo è un sistema autonomo, perch® cô¯ la 
dipendenza esplicita da tempo, possiamo eliminare tale dipendenza 
aumentando i gradi di libertà (consideriamo anche la bobina rotante) in questo 
modo otteniamo che il sistema ha quattro gradi di libertà (—, —, • Ὡ • ) e le 
equazioni sono: 
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Non considereremo • dato che è sempre identicamente nullo. 
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INTEGRAZIONE NUMERICA: 

 

Il sistema di equazioni precedentemente descritto non ha soluzione analitica, va 
risolto quindi in maniera numerica, calcolandone lo sviluppo in serie o 
linearizzandolo: 
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Applicando una linearizzazione con il metodo di Eulero, possiamo calcolare il 
passo (punto) successivo nella seguente maniera: 
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È stato anche applicato un algoritmo di Runge ï Kutta del IV ordine che cioè 
ha un errore di troncamento dellôordine di †Ὤ = ὕ(Ὤ4) (h è il passo di 
integrazione) e viene così implementato: 

ὼὲ+ 1 = ὼὲ+
Ὤ

6
(ὑ1 + 2ὑ2 + 2ὑ3 + ὑ4) 

 

 

Durante la simulazione si sono utilizzati entrambi i metodi, ottenendo gli stessi 
risultati; lôuso di due metodi di integrazione diversi si ¯ reso necessario per 
valutare la stabilità strutturale del sistema, la sua sensibilit¨ cio¯ a ñpiccole 
imperfezioniò. 
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La stabilità  strutturale è stata analizzata non confrontando direttamente i dati 
risultanti dai metodi di integrazione, questa è infatti una condizione troppo 
forte e ci avrebbe condotto alla conclusione che il sistema è strutturalmente 
instabile. Il confronto è stato fatto sulla topologia della traiettoria dello spazio 
delle fasi, e si è visto che i risultati sono assolutamente comparabili. (Fig. 2) 

 

 

Figura 2 Confronto di tre traiettorie con gli stessi parametri calcolate con un integratore di Eulero (sinistra) e un 
Runge-Kutta IV ordine (destra) 

 

Avendo verificato che i risultati non dipendono dal metodo di integrazione 
abbiamo utilizzato quello di Eulero, essendo computazionalmente molto meno 
ñcostosoò. 

 

 

ESPONENTI DI LYAPUNOV 

 

È possibile effettuare una analisi sulla stabilità delle traiettorie durante la loro 
evoluzione, per farlo si fissa un punto iniziale ὼᴆ0 e su di esso si costruisce un 
volume V(0), si osserva poi lôevoluzione del volume durante lôevoluzione della 
traiettoria. 
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Nel caso generico di uno spazio k-dimensionale ha quindi molta importanza il 

rapporto: 
ὠὯ(ὸ)

ὠὯ(ὸ0)
, andando a prenderne il logaritmo abbiamo: 
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Andiamo ora a definire lôesponente di Lyapunov k-dimensionale globale: 
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Che ¯ il risultato dellôintegrazione sul tempo dellôesponente di Lyapunov locale 

‗Ὧ(ὸ) 

Il volume iniziale avrà quindi una evoluzione del tipo: ὠὯὸ= ὠὯὸ0 Ὡ
(ὸὸ0)‗Ὧ  

 

Ecco alcune proprietà degli esponenti di Lyapunov: 

- Gli esponenti monodimensionali ‗1 possono assumere al più un 
numero di valori pari alla dimensione dello spazio delle fasi: ‗1,‗2ȣ‗ὲ  

- Il valore massimo che può assumere lôesponente k-dimensionale è pari 
alla somma dei ‗Ὥ 

- Se la traiettoria non converge su un punto di equilibrio e la traiettoria è 
scelta nella direzione iniziale del campo, lôesponente monodimensionale 
è nullo, nel caso della bussola,  la velocità delle bobine è costante, quindi 
uno dei ‗Ὥ è nullo. 

 

Gli esponenti di Lyapunov sono spesso utilizzati per valutare la prevedibilità di 
un sistema. 

Supponiamo ad esempio di avere un certo errore sperimentale iniziale: d(0), 
possiamo utilizzare ‗1 per valutarne il valore al tempo t: 

ὸ‏ 0‏ Ὡ‗1(ὸὸ0)  
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Se lôesponente ¯ negativo o nullo, lôerrore rimane costante o addirittura 
decresce, se però ‗1 è positivo, il sistema resta prevedibile per tempi brevi. 

Possiamo quindi introdurre un tempo di prevedibilità †ὴ 1
‗1  

Quello che pu¸ accadere ¯ che lôesponente di Lyapunov locale ‗1(ὸ) , non 
converga subito ad un valore, e nonostante la sua media sia positiva, esso sia 
nullo o negativo in alcuni tratti. In questi tratti chiamati intermittenze quindi il 
sistema risulta prevedibile. 

Bisogna tener presente però che le intermittenze non aumentano il tempo di 
prevedibilità, la loro durata infatti può variare molto anche su due traiettorie 
inizialmente molto vicine. 

 

SISTEMI CONSERVATIVI E DISSIPATIVI: 

 

Se siamo in presenza di un sistema conservativo, i volumi nello spazio delle fasi 
verranno conservati,e quindi lôesponente di Lyapunov n dimensionale deve 
essere nullo, lo stesso non vale per gli esponenti monodimensionali, si ha 
infatti che: 

‗ὲ= ‗1 + ‗2 + Ễ+ ‗ὲ= 0 

Possiamo quindi avere due situazioni: il caso più semplice in cui tutti gli 
esponenti sono nulli, in queste condizioni le traiettorie risultano da una 
sovrapposizione di moti armonici indipendenti, e possono essere periodiche o 
quasi-periodiche. Le orbite dello spazio delle fasi giacciono quindi su una 
varietà diffeomorfa ad un toro, e se sono quasi periodiche lo riempiono 
densamente. 

Se invece esiste almeno un esponente di Lyapunov positivo, quello che accade è 
che il volume perpendicolare alla direzione di propagazione rimane costante, 
ma viene stirato in alcune direzioni e contratto in altre, è presumibile che la 
direzione dello stiramento vari durante lôevoluzione, quello che accade quindi ¯ 
che la traiettoria riempie completamente lo spazio delle fasi. 
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Per quanto riguarda i sistemi dissipativi, la somma degli esponenti di Lyapunov 
monodimensionali deve essere negativa, i volumi vengono contratti. 

Nel caso in cui gli esponenti siano tutti negativi lôorbita tende a collassare 
asintoticamente in un punto. 

Se ci dovesse essere almeno un esponente positivo, si può certamente trovare 
un k<n tale che: 

‗Ὧ= ‗1 + ‗2 + Ễ+ ‗Ὧ 0 

‗Ὧ+1 = ‗1 + ‗2 + Ễ+ ‗Ὧ+ ‗Ὧ+ 1 < 0 

Quindi i volumi si conservano in un sottospazio di dimensione k e sono nulli 
in uno di dimensione k+1, e la traiettoria tende asintoticamente verso un 
attrattore la cui dimensione sarà evidentemente compresa fra k e k+1, 
lôattrattore avr¨ quindi dimensione frazionaria e si chiama attrattore strano. 

Andando a riassumere in una tabella quindi i possibili regimi di 
funzionamento della bussola (ricordando che almeno un esponente è nullo): 

Valore esponenti 
(‗1,‗2,‗3) 

Caso conservativo Caso dissipativo 

(ï,ï,0) Impossibile Sistema prevedibile, attrattore 
punto o ciclo limite 

(ï,0,0) Impossibile Sistema prevedibile, attrattore 
toro bidimensionale 

(0,0,0) 
Sistema prevedibile, traiettoria 
periodica o quasi-periodica 
che giace su tori 

Impossibile 

(+,ï,0) 
Sistema imprevedibile, 
traiettoria stocastica 

Sistema imprevedibile, 
attrattore di dimensione 
frazionaria 
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PROGRAMMA PER LA SIMULAZIONE: 

Sono stati sviluppati due diversi programmi con due diversi linguaggi di 
programmazione: è stato scritto un programma in Visual C++, ed una routine 
in Scilab[1].  

ü Programma in Visual C++ 
Á Permette di scegliere fra due metodi di integrazione (metodo di 

Eulero e metodo di Runge Kutta IV ordine) 
Á È gestito da una finestra di dialogo che permette di variare in maniera 

intuitiva alcuni parametri (fig. 3) 
Á Permette il controllo dei valori ad ogni passo di integrazione (più 

adatto per il calcolo degli esponenti di Lyapunov) 
Á Computazionalmente efficiente 
Á Salva i dati in un file di testo 

 

 
Figura 3 aspetto della finestra di dialogo scritta in Visual C++ 

 

ü Algoritmo in Scilab  
Á Permette di utilizzare diversi metodi di integrazione (BFD, Adams, R-

K, Fehlberg's Runge-Kutta ) 
Á Permette di variare anche le condizioni iniziali 
Á Rende semplice lôimplementazioni di ulteriori analisi sui dati 
Á Produce i risultati direttamente in un grafico 

[1] Scilab è un software open source  sviluppato da sei ricercatori francesi  dellôENPC (ñ£cole 
Nationale des Ponts et Chauss®esò) 
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Ecco invece alcuni svantaggi dei due diversi approcci: 

} Programma in Visual C++ 

Ɓ Necessità di modificare il codice sorgente per variare le condizioni 
iniziali 

Ɓ Le routine per il calcolo sono cross platform, ma la struttura a 
finestre funziona solo in Windows 

Ɓ Impossibilità di generare direttamente dei grafici 
 
} Algoritmo in Scilab  

Ɓ Impossibilità di controllare i valori ad ogni passo dellôalgoritmo di 
integrazione 

Ɓ Necessit¨ di installare il programma ñScilabò 

Ɓ Maggiori limiti nellôuso della memoria 
 
Si è anche sviluppato un algoritmo per il calcolo degli esponenti di Lyapunov 
mono e bidimensionali (solo in Visual C++), lôidea utilizzata è la seguente[2]: 
viene scelto un punto vicino alla traiettoria, distante d0 da essa, si fa evolvere la 
traiettoria di un passo di integrazione e si misura la nuova distanza d1 , viene 
poi calcolato il logaritmo del rapporto. 
 

 
 
 

Nel caso dellôesponente bidimensionale si ¯ calcolata la distanza (2d) dalla 
traiettoria originale utilizzando la seguente formula: 
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[2] Chaos and Time-Series Analysis - J. C. Sprott , Oxford university press 
(http://sprott.physics.wisc.edu/chaostsa/) 

http://sprott.physics.wisc.edu/chaostsa/
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Va però detto che non si è avuto successo nel calcolo degli esponenti, quello 

che si è visto è che è presente un esponente costante (quello relativo ad w,che 
dovrebbe essere sempre nullo) mentre gli altri esponenti non sembrano 
convergere verso alcun valore, e la loro media non sembra significativa. 

 

ANALISI IN FREQUENZA: 

 

Se si mostra posizione della bussola q in funzione del tempo t, è evidente in 
alcuni casi la presenza di una periodicità, si è quindi pensato di farne una 
analisi in serie di Fourier per studiarne il comportamento in frequenza. 

È stata utilizzata una routine di Scilab capace di calcolare la Fast Fourier 
Transform (FFT), va ricordato che la trasformata di Fourier necessita il calcolo 
di integrali da -Ð a +Ð di una funzione continua, questo invece è uno speciale 
algoritmo per il calcolo veloce della trasformata di Fourier discreta (DFT). 
Vanno quindi utilizzati alcuni accorgimenti, come quello di utilizzare solo metà 
dello spettro (lôaltra met¨ ¯ speculare) e ricordare che una frequenza non è 
mostrata come una delta, ma come un picco. 

 

 

 

 

Di seguito, nelle pagine successive vengono mostrate delle immagini con i 
risultati delle simulazioni. Sono state generate tre traiettorie che differiscono 
solo per la condizione iniziale riguardante la posizione della bussola  

q0=  0,5  -   1   -   1,5 
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B0= 0.5

B1= 0
b= 0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.05
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.1
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.2
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.21
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.22
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza

 



 

 Pagina 16 
 

q

q#

B0= 0.5

B1= 0.3
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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B0= 0.5

B1= 0.3
b= 0.0

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza
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q

q#

B0= 0.5

B1= 0.0
b= 0.1

Spazio delle fasi 2D

Analisi in frequenza

 

 


